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Recap: Konfidensinterval og r-test for én stikprgve

t-test " cook-book™:
o Hulhypotese Hy : L = to(=0?)

o Beregn: %, s, and SEx =s/\/n

Beregn Cl: X£1;_q/p-5/\/n

o Beregn teststgrrelse: t,,, = )_(s_euo

o Beregn p-vaerdi: 2-P(T > |tops|)

3 mader at na frem til en konklusion:

- Ligger vaerdien Ly udenfor konfidensintervallet? (fx 95%-Cl, dvs o = 0.05)
- Er den beregnede |,y stgrre end den kritiske vaerdi #;_g/»? (fx t0.975)
- Er p-vaerdien mindre end o? (fx a = 0.05)

Ja? - sd afviser vi nulhypotesen ved signifikansniveau «.
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Sammenligning af 2 grupper

itk

Er der signifikant forskel?
Er én ting bedre end en anden? Er der en effekt?

Kan vi regne p-vaerdier nar vi har to uafhaengige stikprgver?
Hvordan kan man opstille én test-stgrrelse for to stikprgver?
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Eksempel med data

Gensyn med data for blodsukker-malinger lavet i forbindelse med en glucose tolerence

test:

Glucose Distribution by Outcome

0.0175 4 Outcome
| )
o §
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Bla: 500 raske personer
Gul: 268 personer med sukkersyge

Data fortzeller os noget om blodsukker pa "individ-niveau” og pa " gruppe-niveau”.

50 100 150 200
Glucose

| dag skal vi tale om at sammenligne to grupper og beskrive forskelle.
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Sammenligning af to grupper

o Vi vil ofte gerne vide om der er ("signifikant") forskel pa to forskellige
ting/grupper/interventioner.

o Vi har set eksempler hvor data afspejler malte forskelle - og vi tester
om denne forskel i gennemsnit er nul.

e Men hvad hvis vi fx vil vide om der er forskel pd to forskellige grupper,
hvor vi ikke kan opsamle data for individuelle forskelle? (forskellen kan
ikke males pa én statistisk enhed, grupperne kan ogsa veare forskellig
stgrrelse)

o S3 skal vi se pa t-test for to stikprgver.
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Eksempel: Energiforbrug

Forskel pa energiforbrug?

| et studie gnsker man at undersgge, om der er en forskel i energiforbruget for forskellige
typer arbejde blandt sygeplejersker (moderat fysisk kraevende).

| studiet har 9 sygeplejersker fra hospital A og 9 (andre) sygeplejersker fra hospital B faet
malt deres energiforbrug. Malingerne ses i fglgende tabel (i enheden megajoule MJ):

y

Stikprgve fra hvert hospital: Hospital A Hospital B

ny = 9,}12 =90: 7.53 9.21
7.48 11.51
8.08 12.79
8.09 11.85
10.15 9.97
8.40 8.79
10.88 9.69
6.13 9.68
7.90 9.19

Vi vil gerne vide om der er forskel pa de to grupper.
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Sammenligning af to grupper

Eksempel: Energiforbrug

Hospital A Hospital B
X4 =8.29 x4 =103
sq = 1.428 sp = 1.398
4 =8.29 fp=10.3
SE;, =0.476 SEy, = 0.466
95%-Cl: [7.196;9.391]  95%-Cl: [9.223,11.37]

o Ga til dagens Python notebook i VS Code

o "Energy consumption example”

(DTU Compute)
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Eksempel: Energiforbrug

3.04
1
2,54
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6 7 8 9 10 1 12 13 group A group B

Kahoot!
(3)
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Forskel pa to grupper

ik

o De to stikprgver kommer fra samme underliggende sandsynlighedsfordeling ...?7

Hvordan formulerer vi en nulhypotese?

@ Der er ingen forskel pa grupperne "A” og "B" ...7

@ De underliggende fordelinger har samme gennemsnit: Uy = g ...7
@ De underliggende fordelinger har samme varians: 64 = op ...7
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Nulhypotese
Eksempel: Energiforbrug

Hypotesen om ingen forskel (i det gennemsnitlige energiforbrug) gnskes undersggt:

Ho: pua=pp eller Hy: ps—pp=0
Hy: 6=0 hvor (SZ,UA—/J.B
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Nulhypotese
Eksempel: Energiforbrug

Hypotesen om ingen forskel (i det gennemsnitlige energiforbrug) gnskes undersggt:

Ho: pua=pp eller Hy: ps—pp=0
Hy: 6=0 hvor (SZ,UA—/J.B

Stikprgvegennemsnit:
4 = x4 =8.293
g = xp =10.298
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Nulhypotese
Eksempel: Energiforbrug

Hypotesen om ingen forskel (i det gennemsnitlige energiforbrug) gnskes undersggt:

Ho: pa=up eller Hy: pg—pg=0
Hy: 6=0 hvor & = s — Up

Stikprgvegennemsnit: Fra data far vi estimat af forskel:
4 = x4 =8.293 Xp — X4 = 2.005
fig = Xp = 10.298 fig — fia =2.005
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Nulhypotese
Eksempel: Energiforbrug

Hypotesen om ingen forskel (i det gennemsnitlige energiforbrug) gnskes undersggt:

Ho: pa=up eller Hy: pg—pg=0
Hy: 6=0 hvor & = s — Up

Stikprgvegennemsnit: Fra data far vi estimat af forskel:
4 = x4 = 8.293 Xp —Xa =2.005
fip = xp =10.298 g — fia =2.005
. v
NYT: p-vaerdi for forskel: NYT: Konfidensinterval for forskellen:
p =0.0083 95%-Cl: [0.59; 3.42]
v v
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Nulhypotese for en forskel mellem to grupper

Hvad er vores nulhypotese?

Hy: px — ty = &
o =&

Notation: O er den "sande” forskel mellem populationernes middelvaerdier.

Ofte er nulhypotesen:
H() . 60=0

Der er "ingen forskel” (pd tx og Uy).

Hvis man kan afvise denne nulhypotese siger man der er en "signifikant
forskel” mellem grupperne.
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Differens mellem to stikprgvegennemsnit
02402 Statistik (Polyteknisk grundlag)

o Differens mellem to stikprgvegennemsnit
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Sammenligning af to grupper Differens mellem to stikprgvegennemsnit

Differensen mellem to stikprgvegennemsnit

Vi beskriver differensen med den en stokastisk variabel:
D=X-Y
Middelvaerdi af D:
E[D] =E[X - Y] =E[X] - E[Y] = ux — iy

Variansen af D:

VID] = VIX — ] = 1PV[E] + (~1)2V[F] = 6—; +G_2

Standardafvigelse for D:

2 2

O O
O-D: _X+_Y
nx ny
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Differens mellem to stikprgvegennemsnit
Standard error for en differens

Standard Error for differensen:

. YA Y " N
6p =/ X+ L =4/(63)*+(67)
nx ny

eller

SEg = \/(SEx)? + (SE;)?

(Denne er ikke som s&dan defineret i bogen, det er blot lidt ekstra forklaring p& hvor

stgrrelsen /5% /ny +s3/n, kommer fra)
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@ Welch t-test for to stikprgver
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Teststgrrelsen t,,, for t-test med to stikprgver

For 7-test med én stikpr¢ve:

Vi betragter T =

Fra stikprgvedata beregnes t,5,; = 5/77\/5 og denne bruges til at udfgre t-testen.

S/f der fglger en t-fordeling med v =n —1 frihedsgrader.

tb?ﬁfm
obs —
SEp
v
For t-test med to stikprgver:
Vi betragter T = M der fglger en ?7-fordeling (naeste slide).
\/Sx/nx+55 /ny
Fra stikprgvedata beregnes ¢, = B G ) o I og denne bruges til at udfgre z-testen.
\/sg(/nx+s%,/ny
! 6~ &
obs — Tap
SE;
v
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Fordeling for T (" Welch” test med to stikprgver)

[l Theorem 3.50 The distribution of the (Welch) two-sample statistic

The (Welch) two-sample statistic seen as a random variable
(K1-X) b
1/ S%/VH + S%/nz

approximately, under the null hypothesis, follows a t-distribution with v
degrees of freedom, where

T = (3-49)

(Gd)

ny 1]

(s3/m)? | (s3/m)?’
ny —1 nzfl

(3-50)

+

if the two population distributions are normal or if the two sample sizes are
large enough.
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"Welch" r-test for differens mellem to stikprgver

[l Method 3.51  The level a two-sample t-test

1. Compute the test statistic using Equation (3-48) and v from Equa- _ 6 - 50
tion (3-50) lobs = —om—
SE
2 0
(1= 1)~ & (3+3)
X — %) — TRy =_=\_
SURRCEESET S A M G5 -8
\/sz/n1+5§/nz e e =

1 11— 1 11
; ; , \/Sx/nx +sy/ny
. Compute the evidence against the null hypothesis’

Ho: j1—p2=0d,

IN)

vs. the alternative hypothesis

Forudsaetninger:
Hy:op—p2 # do,

by the Testen gaelder nar
pvalue = 2 P(T > |tops|), begge stikprgver er
where the t-distribution with v degrees of freedom is used store (C LT) , eller nar
3. 1f p-value < a: we reject Ho, otherwise we accept Hy, begge stikprgver
or T - kommer fra
The rejection/acceptance conclusion can equivalently be based on the normalfordelte

critical value(s) 2t1_ /7
if |tops| > £, /2 we reject Hy, otherwise we accept Hy

populationer.
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Lo
Eksempel: Energiforbrug - Welch z-test
Udfgr en Welch t-test:

@ Opstil nulhypotese Hy : 6 = &

o Beregn: 6 =X—7 og SEs = \/5%/nx + 5% /ny

o Beregn teststgrrelse: #,p; = %
5

o Beregn p-vaerdi: 2-P(T > |tobs|)
(opslag i t-fordeling med korrekt V)

@ Sammenhold p-vaerdi med gnsket o

Man kan bruge funktionen:

@ stats.ttest_ind(A, B, equal_var=False) (fra Scipy.stats pakken)

o Ga til dagens Python notebook i VS Code a

o " T-test for two samples” Visual Studio Code
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@ Pooled r-test for to stikprgver
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Sammenvejet varians (" pooled” estimate of variance)

Forskel fra fgr: Nu laver vi den ekstra antagelse at variansen i de to underliggende
fordelinger er ens: ox = oy = 0

Vi estimerer variansen i de underliggende fordelinger med en " pooled variance”

(sammenvejet varians), slz,:

[l Method 3.52 The pooled two-sample estimate of variance

Under the assumption that 0? = ¢Z the pooled estimate of variance is the
weighted average of the two sample variances
o _ (m-Dsi+(m-1)s3

= . -51
P ny+ny—2 (1)
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Fordeling for T (" pooled” test med to stikprgver)

Under antagelsen 6 = 6} = 67 har vi SE5 = \ /s2/nx + 53 /ny.

X-1N-& _ _(X-Y)-9
/Sy /nx+Sy /ny  \/S}/nx+S3 /ny

Nu betragter vi derfor T =

ll Theorem 3.54 The distribution of the pooled two-sample t-test
statistic

The pooled two-sample statistic seen as a random variable:
(X1 —X5) —do

1/5%/1114»5%/712
2

follows, under the null hypothesis and under the assumption that (712 =03,
a t-distribution with nj 4+ np — 2 degrees of freedom if the two population
distributions are normal.

T = (3-54)
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Teststgrrelsen t,,, for " pooled” test med to stikprgver

[l Method 3.53 The pooled two-sample t-test statistic

When considering the null hypothesis about the difference between the
means of two independent samples

0= — o,
3-52
Ho 0= 50. ( )
the pooled two-sample ¢-test statistic is
Y] — %) — &
; (F1—%) — & (3:53)

N Yy
sp/nl +sp/n2
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Eksempel: Energiforbrug - pooled r-test

Udfgr en "pooled” t-test (under antagelsen 62 = 62):

@ Opstil nulhypotese Hy : 6 = &

o Beregn: 6 =X—7 og SEs = \/s%/nx +s2/ny (kraever beregning af )

-8

o Beregn teststgrrelse: fops = ~z.°
s

o Beregn p-veerdi: 2 P(T > |t,ps|)
(opslag i t-fordeling med korrekt v. OBS: v er ikke det samme som for Welch
testen!)

@ Sammenhold p-vaerdi med gnsket o
Man kan bruge funktionen:
o stats.ttest_ind(A, B, equal_var=True) (fra Scipy.stats pakken)

o Ga til dagens Python notebook i VS Code n

o "T-test for two samples (pooled)” Visual Studio Code
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"Welch” eller " pooled” ?
elC elier poole d

@ Jo feerre antagelser jo bedre - vi foretraekker derfor "Welch" versionen.
@ Hvis s% = s%, sa er de to test ens.

@ Kun hvis de to varianser er meget forskellige, kan det ske, at de to test giver meget
forskellige resultater. Hvis varianserne virker meget forskellige, brydes antagelsen
om ens varianser formodentligt.

o | tilfeelde med en lille stikprgvestgrrelse i mindst en af grupperne, er
Welch-versionen en mere " forsigtig” tilgang.

@ Senere i kurset, nar vi skal sammenligne flere grupper, vil vi dog antage ens varians

i alle grupperne.
Kahoot!

(x2)
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PN PR Rl Konfidensintervallet for differensen
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Konfidensinterval for differens mellem to stikprgver

(X=¥) £t a2/ s1/m+s3/m

Sj:tl—(x/Z'SES

Det er samme "opskrift” som sidste gang.

Ver opmarksom pd at 11_q, er fraktil fra en t-fordeling med v
frihedgrader - dvs man skal beregne v (brug "Welch" versionen).

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025
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Konfidensinterval for differens mellem to stikprgver

[l Method 3.47 The two-sample confidence interval for p; — u»

For two samples x1,...,x, and 1, . .., y, the 100(1 — )% confidence inter-
val for y1 — po is given by
55

— (3-45)

SZ
- - 1
x_y:ttlfoc/Z' Tl_

where t;_,/; is the (1 — a/2)-quantile from the ¢-distribution with v degrees
of freedom given from Equation (3-50)

2 2

&)
(s3/m)? | (s3/m)?"
711171 + nzfl

2

(3-46)
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Konfidensintenalet for diferensen
Eksempel: Energiforbrug

Man kan ogsd bruge:

@ stats.ttest_ind(A, B, equal_var=False).confidence_interval(...)

o G4 til dagens Python notebook i VS Code

o "Confidence interval for difference between means”

ol

Visual Studio Code
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Overlappende konfidensintervaller

Kan | huske de overlappende konfidensintervaller? (for individuelle stikprgvegennemsnit)

114

10 A

group A group B

Selvom de to konfidensintervaller overlapper, endte vi med at konkludere at der ER
signifikant forskel.
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Sammenligning af to grupper Konfidensintervallet for differensen

Alternativ praesentation fra bogen

Sgjlediagrammer med fejlbjaelker ses ofte:

Et sgjlediagram med nogle fejlbjaelker (error bars): Herunder vises
95%-konfidensintervallerne for hver gruppe:

10

8

6

a

2

e o ey F3ii73055 4767



Konfidensintervallet for differensen
Var varsom

Nar to konfidensintervaller IKKE overlapper: De to grupper er signifikant
forskellige.

Nar to konfidensintervaller overlapper: Ingen konklusion kan drages uden at
undersgge konfidensintervallet for forskellen mellem grupperne.

[l Remark 3.59

When interpreting two (and multi-) independent samples mean bar plots
with added confidence intervals:

When two CIs do NOT overlap: The two groups are significantly different

When two CIs DO overlap: We do not know from this what the conclusion
is (but then we can use the presented two-sample test method)
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i-test med to parrede stikprgver (parret r-test)
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o t-test med to parrede stikprgver (parret f-test)

DTU Compute
Danmarks Tekniske Universitet
2800 Kgs. Lyngby

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025 36 /67



rtest med to parrede sikpraver (parrt 1-tes)
Eksempel: Sovemedicin

Forskel pa sovemedicin?

| et studie er man interesseret i at sammenligne 2 sovemidler, A og B. Fra 10
testpersoner har man faet fglgende resultater, der er angivet i forleenget sgvntid i timer
(forskellen pa effekten af de to midler er angivet):

Stikprgve med n = 10:

Person A B | D=B-A
1 +0.7 +1.9 +1.2
2 -1.6  +0.8 +2.4
3 -0.2 +1.1 +1.3
4 -1.2 +0.1 +1.3
5 -1.0 -0.1 +0.9
6 +3.4 444 +1.0
7 +3.7 455 +1.8
8 +0.8 +1.6 +0.8
9 0.0 +46 +4.6
10 +2.0 +3.4 +1.4
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rtest med to parrede sikpraver (parrt 1-tes)
Eksempel: Sovemedicin

Forskel pa sovemedicin?

| et studie er man interesseret i at sammenligne 2 sovemidler, A og B. Fra 10
testpersoner har man faet fglgende resultater, der er angivet i forleenget sgvntid i timer
(forskellen pa effekten af de to midler er angivet):

Stikprgve med n = 10:

Person A B | D=B-A
1 +0.7  +1.9 +1.2
2 -16 +0.8 +2.4
3 -0.2 +11 +1.3
4 -1.2 +0.1 +1.3
5 -1.0 -0.1 +0.9 i=1.67
6 +3.4 +44 +1.0 s=1.13
7 +3.7 +55 +1.8
8 +0.8 +1.6 +0.8
9 0.0 +4.6 +4.6
10 +2.0 434 +1.4
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t-test for parret data

N&r man har to " parrede” stikprgver, kan disse overszttes til én stikprgve med malte
forskelle. Data analyseres derfor med en almindelig f-test for én stikprgve.

Man kan bruge:

@ stats.ttest_lsamp(diff_data, pop-mean=0)
Eller:

@ stats.ttest_rel(A, B)

(-rel star for relative, dvs parret data)

o G3 til dagens Python notebook i VS Code n

o "Sleep medicine (paired t-test)” Visual Studio Cod
ISUa uaio Loae
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i-test med to parrede stikprgver (parret r-test)
Forsggsopsaetning: Parrede og uafhangige stikprgver

Fuldsteendigt tilfaeldigt (uafhaengige stikprgver):

Vi har 20 patienter, som tilfeeldigt fordeles pa to grupper (normalt lige mange i hver
gruppe). Dvs. at der er forskellige (uafhaengige) patienter i de to grupper.

Parrede observationer (afhangige stikprgver):

Vi har 10 patienter, som alle far begge behandlinger (typisk med noget tid imellem og
med tilfeeldig raekkefglge af behandlingerne).

Dvs. de samme patienter fremgar i de to stikprgver. Observationer fra samme patient er
ikke uafhangige.
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EEILEUITNNEEVRTRGITl  ~test med to parrede stikprgver (parret r-test)

Eksempel: Eksamensopgave fra Maj 2021

Opgaven beskriver data for malinger af antal dage uden sollys, malt pa to forskellige
lokationer i Jylland (Kahoot efter naeste slide):

Number of days without sunlight

25

20

15

10

| e —
T T
Isenvad Hvide Sande

The observations are sorted according to the year and for Isenvad stored in x and for Hvide

Sande in y:

2011 | 2012
X 9 13
v 9 12

2013 [ 2014 | 2015 | 2016
8 29| 19| 22
3] 23 7] 22

Introduction to Statistics

2017 | 2018
13 22
15 17

201
2
2

9

6|

2

20)z

0
1
6

e LS
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EEILEUITNNEEVRTRGITl  ~test med to parrede stikprgver (parret r-test)

Eksempel: Eksamensopgave fra Juni 2021

A study was designed to investigate whether the use of recorded video lectures and group
exercises affect the exam score of students. 9 students (denoted x) did not use or attend either
of the two activities. Other 9 students (denoted y) used or attended both types of learning

activities. The table below shows the final exam score of the students:

Students || 1 | 2 [ 3 [ 4|5 |6 |7 ]8]9
X 54 | 54 | 38 | 47 | 48 | 62 | 54 | 55 | 52
y 67 |70 | 71|60 | 68 | 65| 68 | 67 | 64
e T

Kahoot!
(2)
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Styrke og stikprgvestgrrelse —
Forsggsdesign

@ Krav til praecision
@ Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve
o Styrke og stikprgvestgrrelse — To stikprgver
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Styrke og stikprgvestgrrelse — Forsggsdesign Krav til praecision

Eksempel - Spanding i jordforbindelse

Lad os se pd data fra eksemplet med spanding i jordforbindelse (fra sidste
uge). Data méler spaendingen mellem en jordforbindelse og referencejord og

bgr derfor vaere nul i gennemsnit.
Fra stikprgven (n=10):

f=x=123

95% konfidensinterval:

0.07;2.9] =1.23+1.16

i1l

4

Volt

| dette tilfeelde har vi: I =1.23+1.16 volt (& = 0.05). Vi siger at

”Margin of Error” (ME) er 1.16 (volt).

44 /67
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Eksempel - Spanding i jordforbindelse

Konklusionen fra stikprgven blev at vi afviser nulhypotesen - dermed
konkluderer vi at spaendingsfaldet IKKE er nul (i gennemsnit). Man
beslutter derfor at jordforbindelsen i det elektriske anlaeg bgr udskiftes.

Men chefen er ikke tilfreds og siger at vi ma undersgge sagen bedre.
Vores fejlmargin pd 1.16 volt er for stor.

Vi planlaegger derfor at lave en ny stikprgve.

Hvordan kan vi ggre det bedre end fgrste gang?

Hvad kan vi ggre for at forbedre vores estimat af u?
Kahoot)
(x1)
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Krav il praxcision
Forsggsplanlaagning med krav til praecisionen

Fejlmarginen (" margin of error”) er defineret som

c
ME=1_¢/

NG
Vi approximerer t;_q > (fra t-fordeling med v =n — 1 frihedsgrader)
med zj_g/2 (fra standard normalfordeling).

Il Method 3.63 The one-sample Cl sample size formula

When ¢ is known or guessed at some value, we can calculate the sample
size n needed to achieve a given margin of error, ME, with probability 1 — a
as
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Eksempel - Spanding i jordforbindelse

Lad os estimere stgrrelsen pa stikprgven hvis vi gnsker ME pa
hgjest +0.5 volt.

Vi antager at s = 1.62 er et udemzerket geet pa den sande o!

-2 0 2
0.8 n—= A —
ME

_[196-1.62\?
~\ 05

I l =40.33

4

Volt

Da vi ikke kan lave 40.33 malinger runder vi op til 41

Vi planlaegger derfor en ny stikprgve med n =41 malinger.

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025 47 / 67



Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve
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Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve
Planlagning (Styrke og stikprgvestgrrelse)

Vi skal nu snakke om forsggsplanlaegning og "styrke”.

Til dette skal vi overveje de to typer af fejl, som vi introducerede sidste
gang:

Type |: Afvisning af Hy, nar Hy er sand.

P(Type | fejl) = a

Type II: Accept (ikke afvisning) af Hy, nar H; er sand.

P(Type Il fejl) = B

Vi gennemgar nu de to forskellige scenarier
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Nullhypotesen ER sand

Scenarie 1: Nulhypotesen er sand
@ Hvis den sande middelvaerdi er u =
e Og hvis den sande standardafvigelse er o
@ og vi har en stikprgve med n observationer
@ og vi dermed forventer ME = tl,aﬂ%

da vil risikoen for at forkaste nulhypotesen ved en fejl vaere a (fx 0.05, eller 5%)

P(Type | fejl) =
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Nullhypotesen er IKKE sand

Scenarie 2: Nullhypotesen er IKKE sand
@ Hvis den sande middelvaerdi er en anden vaerdi i = [
e Og hvis den sande standardafvigelse er o (ligesom fgr)
@ og vi har en stikprgve med n observationer (ligesom fgr)
@ og vi dermed forventer ME = ll_a/2% (ligesom fgr)

@ Men hvad er risikoen () for at acceptere nulhypotesen ved en fejl?

o Det kommer an p3a hvor stor afstanden |y — ;| er

o For hvis |uy— 11| < ME sé accepterer vi nulhypotesen

P(Type Il fejl) = B
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Styrke og stikprgvestgrrelse — Forsggsdesign Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve

Type | and Il Error

T

H Population under Ho
H Population under H
: —— Hy distribution of X
: —— H; distribution of X
H Type | error (@)

H Type Il error (B)
1

1

1

1

1

1

I

1

1

Ho H1

o det rgde areal B: det grgnne areal
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Statistisk Styrke

Statistical Power

—— Hy distribution of X
—— Hj distribution of X
Type | error (a)

Type Il error (B)
Power (1 - B)

Styrke =1—f3

P(Type Il fejl) = B

o Styrke = "Sandsynligheden tor en korrekt atvisning ot Hy" .

Styrke = "Sandsynligheden for at detektere en (pastaet) effekt”.

Typiske veerdier for gnsket styrke er 80%, 90%, .. (noget relativt stort)
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Eksempel med hgj styrke

High Power

—— Hy distribution of X
—— H, distribution of X

Type | error (a)
Type Il error (B)
Power (1 —B)

TU Compute)

Ho

Introduction to Statistics

H1

Fall 2025
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Styrke og stikprgvestgrrelse — Forsggsdesign Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve

Eksempel med lav styrke

Low Power
i | —— Ho distribution of X
: : = H; distribution of X
1 1
1 I Type | error (a)
: : Type Il error (B)
: : Power (1 —B)
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 ]
1
1 |
1 ]
1 ]
1 1
1 ]
1 1
1 ]
1 I
1 1
1 ]
1 1
1 ]

(DTU Compute)

Hvad kan vi ggre?

Introduction to Statistics

Fall 2025
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Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve
Eksempel med stgrre stikprgve

Larger Sample increases Power

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|/

—— Hj distribution of X
—— H, distribution of X

Type | error (a)
Type Il error (B)
Power (1 —B)

(DTU Compute)

Stgrre stikprgve!

Introduction to Statistics

KahOOt! (x4)

Fall 2025
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Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve
Forsggsplanlaegning: Stikprgvestgrrelsen n

Det store spgrgsmél: Hvor stort skal n vaere?

Vi skal have nok observationer til at kunne detektere en relevant effekt med hgj styrke
1 — B (typisk mindst 80%):

ll Method 3.65 The one-sample sample size formula
For the one-sample t-test for given &, 8 and ¢
2
Z1_ -
n= <U—l ﬁ+Zl “/2) s
(Ho — 1)

where g — 7 is the difference in means that we would want to detect and
Z1-p, Z1—a/2 are quantiles of the standard normal distribution.

(Formlen i Method 3.65 kan udledes ud fra tegningen pa forrige slide - du kan prgve selv hvis du
har mod p3 en udfordring)
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SOt D
Forsggsplanlaegning: Styrke

Hvis vi kender (eller antager) fire ud af de fem fglgende stgrrelser, s& kan vi
finde den manglende:

Stikprgvestgrrelsen (sample size), n.

o Signifikansniveauet, o.

Forskellen i middelvaerdi (" effekt-stgrrelsen™), to — U;.

o Populationsstandardafvigelsen, o.

o Styrken (power), 1 —f3.

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025 58 /67



Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve
Eksempel - Spanding i jordforbindelse

Vi siger nu til chefen at vi kan designe den naeste stikprgve sdledes at vi vil
have en 80% sandsynlighed for at " detektere” et spaendingsfald pd 0.5 volt
(eller mere), ved et signifikansniveau o = 0.05.

For at beregne den ngdvendige stikprgvestgrrelse, bruger vi (som informeret
g®t): 0 = 1.62, svarende til den spredning vi observerede i vores tidligere
malinger.

— Hodistribution of X | Vi kommer da frem til at den naste

—— H, distribution of X . ST
Tyve ! error {a) stikprgve skal have 82.4 malinger

el erer 0 (rundes op til 83):
2B T 2-q/2 2
()
Ho — t
2
20.80 +20.975
=(1.62——
1oy
=824

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve
Eksempel - Spanding i jordforbindelse

"83 malinger bliver for dyrt”, siger chefen.
"Kan vi ngjes med 60 malinger?”

Ja.. - men sa far vores eksperiment en mindre statistisk styrke.

i —— Hy distribution of X Ny styrkeberegnlng:
i —— H, distribution of X 2
Type | error (@)
i Type Il error (B) n—= (GZI?B +Z]7a/2
Power (1 - ) uo . ,u'l
=
2
S N0l 0
1-8 p .
=0.43
1
1
71 g ¥ 5 svarende til en styrke pa 0.67
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Hvad er det der er 67% p3 plottet?
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Styrke og stikprgvestgrrelse — Forsggsdesign Styrke og stikprgvestgrrelse — En stikprgve

Vi skal nu bruge nogle funktioner fra pakken statsmodels.stats.power

(import statsmodels.stats.power as smp)

Man kan bruge:

o smp.TTestPower() .solve_power(effect_size=delta/sd, alpha=0.05,
power=0.80)

o G3 til Python notebook
" power_calculations.ipynb” i VS Code a
Visual Studio Code
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Styrke og stikprgvestgrrelse — To stikprgver
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Styrke og stikprgvestgrrelse — To stikprgver
Forsggsplanlaegning: To stikprgver

Det store spgrgsmal: Hvor store skal n; og ny vaere?

Vi kan generalisere forsggsplanlaegningen til den situation hvor vi sammenligner to
stikprgver. Stikprgvestgrrelserne er nu givet ved n; og ny. Vi vil antage at variansen (c?)
er ens i de to populationer.

Formel for stikprgvestgrrelse med to stikprgver

For en t-test med to stikprgver, hvor @, B og © er givet:

g+zi—apn\?
n = (k+1) (GM>
Hi— 2

Her er u; — U, den forskel i middelvaerdier, som vi gnsker at male, medens z;_g og
Z1_q 2 er fraktiler i standardnormalfordelingen. Desuden er k = ny /ny forholdet mellem
det to stikprgvestgrrelser, sdledes at vi har n, = n /k.

(Denne formel er IKKE med i bogen, dvs det er ikke pensum)
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Styrke og stikprgvestgrrelse — Forsggsdesign Styrke og stikprgvestgrrelse — To stikprgver

Vi skal bruge nogle funktioner fra pakken statsmodels.stats.power

(import statsmodels.stats.power as smp)

Til stikprgvestgrrelser for test med to stikprgver kan kan bruge:

o smp.TTestIndPower().solve_power(effect_size=delta/sd, alpha=0.05,
power=1-beta, ratio=k)

o G3 til Python notebook
" power_calculations.ipynb” i VS Code ﬂ

Visual Studio Code
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Styrke og stikprgvestgrrelse — To stikprgver
Eksempel: Eksamensopgave fra Dec 2024

Exercise VII
Suppose we have collected exam scores from two groups:
Group 1: 82, 91, 85, 89, 88
Group 2: 76, 84, 80, 82, 83
We assume that the exam scores follow normal distributions with equal variances. Additionally,
we assume that the exam scores can be considered independent and identically distributed
(i.i.d.), within each group.

Question VIL1 (17)

What is the estimate of the pooled variance?

10 9.00
20 27.10
30 11.25
4 10.00
500 8.00
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Styrke og stikprgvestgrrelse — To stikprgver
Eksempel: Eksamensopgave fra Dec 2024

Question VIL.2 (18)

What is the minimum number of observations required in each group (same number of obser-
vations in both groups) to achieve a power of 99% for detecting a difference in means of at least
4 between the two groups, assuming the variance is 20 (equal variances in both groups) and a
significance level of 1%7

10 At least 56 (or 55, depending on calculation method)
2 [0 At least 39 (or 38, depending on calculation method)
30 At least 62 (or 61, depending on calculation method)
40 At least 32 (or 31, depending on calculation method)

5[0 At least 82 (or 79, depending on calculation method)
Denne opgave kraevede at man brugte Python (power beregning for 2 stikprgver).
En relevant version for nuvarende eksamen ville derfor fx vaere en opgave hvor noget
Python output vises, eller en opgave hvor der regnes p3 kun én stikprgve (og man bruger
Method 3.65, men fér oplyst relevante fraktiler).

Hvilken Python funktion skal man bruge?
Hvad skal man angive some effect_size, alpha, power og ratio?
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Styrke og stikprgvestgrrelse — Forsggsdesign Styrke og stikprgvestgrrelse — To stikprgver

Efter i dag skal du kunne:

@ Beregne standard error for en differens

o Udfgre t-test for to stikprgver - bade Welch og pooled

o Redeggre for forskellen mellem Welch og pooled t-test

@ Beregne konfidensinterval for en differens

o Redeggre for hvornar man bgr udfgre en parret t-test og kunne udfgre denne
@ Beskrive hvad der menes med Type 1 og Type 2 fejl.

@ Beskrive hvad der menes med statistisk styrke (power)

o Beregne den ngdvendige stikprgvestgrrelse n, ud fra o, B, 6 og Uy — U4

@ Python: Benytte funktioner til at udfgre diverse t-tests

@ Python: Benytte funktioner til at beregne stikprgvestgrrelse, power, mm.
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